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Bevezeto

Az utazasrél sz6l6 széveges feladatok megoldasa soran j6l jdnnek a még fizikabdl tanult 6sszefliggések:

S

V= s=v-t t=23
v

|

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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https://www.mateking.hu/matematika-gtk/bevezeto/eljenek-a-szoveges-feladatok
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Kombinatorika
Egy adott 72 elem( halmaz elemeinek egy ismétlés nélkiili permutaciéjan az7 kilénbdz8 elem egy sorba rendezését
ertjuk.

7 darab kilénb6z6 elem permutacidinak szama:

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T faktorialisan az 1-nél kisebb vagy egyenld pozitiv egész szamok szorzatat értjik.
nl=n-(n—-1)-(n—-2)-...3-2-1

pl.:

41=4-3-2-1=24

5!=5-4-3-2-1=120

=1

Tovabba definicié szerint 0! = 1.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha 1 db. egymastdl kiilénbdzé elem kdzal kivalasztunk k (k < m) db.-ot (igy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is

7 darab kiilonbéz6 elembdl kivalasztott k darab elem variaciéinak szama:

n-(n—1)-(n—2)----- (n—k—l—l):ﬁ

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha 72 kiilonboz6 elem kozil kivalasztunk k (k < 72) db.-ot tigy, hogy a kivalasztott elemek sorrendjére nem vagyunk
tekintettel, akkor 1 elem k-ad osztalyu ismétlés nélkuli kombinéaciéjat kapjuk.

7 darab kilénbdz6 elem kdziil kivalasztott k darab elem kombinaciinak szama:

n'

&) = momr

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Han elem kozott van kq, ks, . . ., k, egymassal megegyez, akkor az elemek egy sorba rendezését ismétléses
permutacionak nevezzik.

1 elem kozotti ky, ko, . . ., k, egymassal megegyezG ismétléses permutacioinak szama:

n!
Kyl ko - -k, !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha 711 db. egymastél kiilonb6z8 elem kdzil kivalasztunk k db.-ot agy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is szamit

......

Az 1 elem k-ad osztalyu ismétléses variaciok szama: nk.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ha kor alakban helyezink el7t kiilbnbdz8 elemet és azok sorrendjét vizsgaljuk, akkor ciklikus permutéaciérél
beszéllnk.

7 darab kiilonb6z4 elem ciklikus permutacidinak szama %’ =(n—-1)!

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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Elemi valdszinliségszamitas és eseményalgebra

Megkulénbdztetlink elemi eseményeket, ilyen példaul, hogy egy dobdkockaval 1-est dobunk. Vannak azonban olyan
események is amik tébb elemi eseménybdl épulnek fel, ilyen példaul az, hogy parosat dobunk.

Az eseményeket az ABC nagybetdivel jel6ljuk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A valészinliség kiszamitasanak klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy kisérletnek véges sok kimenetele
van és ezek valdszinlisége egyenl8. Ekkor az esemény valbészinliségét ugy kaphatjuk meg, hogy megszamoljuk hany
elemi eseménybdl all és ezt elosztjuk az ésszes elemi esemény szamaval.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az Aés B eseményt egymastol fliggetlennek nevezziik, ha teljesul rajuk, hogy
P(ANB) = P(A)-P(B)

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az Aés B eseményt kizarénak nevezink, ha
ANB=10

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A esemény valészinlisége, ha tudjuk, hogy a B esemény biztosan bekdvetkezik:

P(ANB)
P(B)

P(A|B) =

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)
P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB)
P(A\ B) = P(A) — P(AN B)
P(A)=1—-P(A)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Teljes valdszinliség tétele és Bayes tétel

Ha Bj, By és igy tovabb B,, telies eseményrendszer, valamint A tetszéleges esemény, akkor
P(A)=P(A|B,)P(B,)+P(A|By)P(By)+---+ P(A| B,)P(B,)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Bayes tételt akkor hasznaljuk, ha egy korabban bekévetkezett (Bk) esemeény valészinliségét akarjuk kiszamolni

egy késébb bekdvetkezett (A) tikrében.

Ha Bj , By és igy tovabb B,, teljes eseményrendszer, valamint A tetszéleges esemény, akkor barmely By,

esemeényre

P(A|By,)P(By,)
A|By)P(B,)+P(A|B;)P(By )+ - +P(A|B,)P(B,)

P(By | 4) = 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Mintavételek tipusai

Ezt a képletet hivjuk binomialis eloszlasnak:
P=()-p-(1-py*

ahol 1 a kisérletek szama,

k a sikeres kisérletek szama,

P pedig a sikeres kisérlet valoszinlisége.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Visszatevéses mintavételr6l beszéllnk, ha egy p valdszinliségli elem t6bbszéri kihtizasanak esélyét vizsgaljuk ugy,
hogy ha kihGzunk egy ilyen elemet, akkor ezt kdvetéen azt visszarakjuk.

Példaul ha azt vizsgaljuk, hogy egy kosarban van 8 piros és 5 kék golyd, és mennyi a valdészinlsége, hogy haromszor
huzva két piros és egy kék golyét hiznank ugy, hogy a kihizott golyokat mindig visszatessziik, akkor az egy
visszatevéses mintavétel.

A visszatevées mintavételhez kapcsolddo eloszlas a binomidlis eloszlas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A visszatevés nélkiili mintavétel tipikus példaja, hogy van egy doboz, benne N darab elem. Kdziiliik /X darab
valamilyen tulajdonsagu, az egyszer(iség kedvéért hivjuk selejtesnek. Mondjuk sarga vagy szép vagy ronda.
Kihdzunk 72 darab elemet, és ez a képlet meg fogja nekliink mondani, hogy mekkora az esélye, hogy kozilikk darab
a vizsgalt tulajdonsagu:

K\ (N-K
P(X _ k) — (k) (”-k)
(%)
De vannak olyan esetek, amikor a visszatevées nélkuli mintavételnél masik képletet kell hasznalnunk. Ezt a méasik

képletet binomialis eloszlasnak nevezzik, és olyankor hasznaljuk, amikor a selejtek szama helyett csak a selejtek
aranyat ismerjik.

Ez a binomialis eloszlas képlete:
P=()-p-Q-prt

ahol 1 a kisérletek szama,

k a sikeres kisérletek szama,
P pedig a sikeres kisérlet valészinlisége.

Es, hogy mi alapjan dontjik el, hogy a két képlet kdziil melyiket kell hasznalni? A dolog nagyon logikus, nézd meg a
kapcsolddo epizddot és minden vilagos lesz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A hipergeometriai eloszlas a visszatevés nélkili mintavételhez kapcsol6dé eloszlas, képlete pedig:

P(X =k) = —<I’f)'(g:f)

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Valészinliségi valtozd, varhato érték, széras

Folytonosnak nevezziik azokat a valészin(iségi valtozokat, amik folytonos mennyiségeket mérnek, ilyen példaul az
id8, a tavolsag. Ebben az esetben az eloszlas figgvény is mindig folytonos fliggvény lesz.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Diszkrétnek nevezziik azokat a valoszinliségi valtozdkat, amik megszamlalhatéan sok értéket vesznek fel. Ez azt
jelenti, hogy vagy véges sokat, vagy végtelent, de ugy, hogy fel tudjuk sorolni az értékeit.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az X valészin(iséqi valtozo eloszlasfliggvénye:

F(z)=P(X <)

Ha az X valosziniségi valtozo diszkrét és értékei X = a, X = b, X = ¢ meg ilyenek, akkor az eloszlasfiiggvény
mindig egy lépcsézetes fliggvény, ami minden szamnal pontosan akkorat ugrik, mint az adott szam val6szinlisége,
amig el nem érjik az 1-et.

0 haz<a
P(X=a) haa<z<b
F(z)=¢ P(X=a)+P(X=0b) hab<z<c

1
Ha az X valésziniiséqgi valtozo folytonos, akkor az @ és b szamok kozott barmilyen valos értéket félvehet. llyenkor az

eloszlasfiiggvény is folytonos, ami a-ig nullat vesz fol,a és b kdzt ndvekszik és b utan végig egyet vesz fél.Vagyis
ahol az X valészin(iséqgi valtozé miikddik, ott a fliggvény életre kel, elétte és utana pedig hibernalt allapotban van.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A vérhato érték jele E(X).
Diszkrét esetben ugy kell kiszamolni, hogy
E(X) = > X;P(X;)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A sz6ras azt mutatja meg, hogy avarhaté érték kéril milyen nagy ingadozasra szamithatunk.
Jele: D(X)
Kiszamitasanak mddja diszkrét esetben:

D(X) = \/E(X?) — B¥(X)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A hipergeometriai eloszlas egy diszkrét eloszlas.

Ismert, hogy mennyi az dsszes elem és az dsszes selejt, vagyis IV, K ésn.

pix - = D
()
A hipergeometriai eloszlas varhaté értéke:
E(X)=n%
A hipergeometriai eloszlas szérasa:
_ K K\ N—-
D(X) = \Jnk(1-£) 3=

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A binomialis eloszlas egy diszkrét eloszlas.

Csak valami %-os izé ismert, avarhatd érték, az atlag, az arany, a valészintiség, tovabba X korlatos diszkrét

valészinlségi valtozé.
P(X =k)=(;)p"(1 —p)"*
A binomialis eloszlas varhato értéke:

E(X)=np

A binomialis eloszlas szérasa:
D(X) = y/np(1 - p)

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A Poisson eloszlas egy diszkrét eloszlas, ahol el6re ismert a varhato érték, és avalészinlséqgi valtozé nem korlatos,
vagyis tetsz6leges barmilyen nagy érték is lehet.

Példaul valamilyen anyagban a hibak szama, vagy egy adott id6 alatt bekdvetkez6 események szama. APoisson
eloszlasos feladatokban altalaban valamilyen szazalék vagy arany vagy varhato érték vagy atlag vagy valészinlség
van megadva. Mondjuk egy kényvben az oldalak 80%-aban nincs hiba, vagy az 20 méter hosszu ruhaszdvetek
harmadaban nincs hiba, vagy egy lzletben 6ranként varhatdéan 13 vevd érkezik, vagy egy bankban percenként atlag
24 tranzakcio6 torténik, vagy 0,2 a valdszin(isége, hogy 10 perc alatt nem érkezik segélyhivas. Ezek mind Piosson
eloszlasok, ahol az X nem korlatos diszkrét valészin(iséqgi valtozo.

P(X=k)=2e?

!
A Poisson eloszlas varhat6 értéke:
E(X) =\
A Poisson eloszlas szbrasa:
D(X) = VX

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az exponencialis eloszlas egy folytonos eloszlas.

Eloszlasfuggvénye:

0 haz<0
F(z)= =
() {1—6_)"3 ha0 <z
Sdrlségfliggvénye:

~ )0 haz<0
f(x)_{)\em haO0< 2

Az exponencidlis eloszlas varhato értéke:

B(X) =1

Az exponencialis eloszlas szérasa:

D(X) = 1

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Linearis algebra

Egy nXk-as matrix tulajdonképpen nem mas, mint egy tablazat, aminek n darab sora és k darab oszlopa van.

pI.:A:(2 3 1)
5 1 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Ha egy matrixot egy szammal szorzunk, akkor amatrix 6sszes elemét meg kell szorozni a szammal.

5 7 -2 15 21 -6
pl.:3- =
2 2 1 6 6 3

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy matrixot osztunk egy szammal, akkor amatrix minden elemét osztani kell a szammal.

L) (20
3 1 1 5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két matrix 6sszeadasakor 6sszeadjuk az ugyanazon pozicidban lév8 elemeket. Két matrixot csak akkor lehet
6sszeadni, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

2 4 7 17 -2 3 11 5
p":(1 5 3)+(4 2 1 ):<5 7 4)
A matrixok 6sszeaddsa kommutativ, azaz
A+B=B+A4
Es asszociativ, azaz
(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két matrix kivonasakor kivonjuk az ugyanazon poziciéban l1évé elemeket. Két matrixot csak akkor lehet kivonni
egymasbdl, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.

(2a T\ (17 2\_(1 -39
P“\1 5 3 42 1) =3 3 2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Két matrix szorzata akkor Iétezik, ha a bal oldalimatrix oszlopainak szdma megegyezik a jobb oldalimatrix sorainak
szamaval.

Ha az A matrix m x n-es a Bmairix pedig n x k-s, akkor az eredménymatrix m x k-s lesz.

Az eredménymatrix i-edik sordnak j-edik elemét ugy kapjuk, hogy a bal oldalimatrix i-edik sorat skalarisan szorozzuk
a jobb oldali mairix j-edik oszlopaval. (Tehat az els elemet az elsvel, a masodikat a masodikkal stb. szorozzuk,
majd 6sszeadjuk)

(3 4\ (2 4 T\_(10 32 33
P\1 5 15 3/ \7 20 22

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Két méatrixot csak akkor adhatunk éssze, ha ugyanannyi soruk és oszlopuk van.
A matrix 6sszeadas kommutativ:

A+B=B+A

Es asszociativ:

(A+B)+C=A+(B+C)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz:
A-B£B-A

De asszociativ, azaz:
(A-B)-C=A-(B-C)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kvadratikus matrix négyzetes matrix vagyis ugyanannyi sora van, mint oszlopa.

2 3 5
pl:l1 4 1
2 1 1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A diagonalis matrix olyan kvadratikus matrix, aminek a f§atléjan kivili elemek nullak.

2 00
p: {0 4 0
0 0 1

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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Az egységmatrix olyan matrix, ami azt tudja, hogy barmely A matrixra A - I = A.

Az egységmatrixok olyan diagonalis matrixok, aminek minden f6atlé-eleme egy.

10
l: Iyp9 =
ot (10)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az inverz matrix jele A lesez egy olyan matrix, ami azt tudja, hogy

A- A1 =T (jobb inverz)
A1. A= (palinverz)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

A transzpondlt a matrix sorainak és oszlopainak felcserélése. Jele AT vagy A*

pl.:
2 3 5 2 1 2
A=1|1 4 1 |=4T=|3 4 5
2 5 7 5 1 7

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a matrixokat, melyek transzponaltjuk dnmaga, szimmetrikus matrixnak nevezzik.

5 1 7 5 1 7
p:A=11 4 2|=AT=|1 4 2
7 2 6 7 2 6

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Vektort egy szammal Ugy szorzunk, hogy a vektor minden koordinatajat megszorozzuk a szammal.

1 3
P:3-1 3] =1 9
5 15

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Vektort egy szammal gy osztunk, hogy a vektor minden koordinatajat leosztjuk a szammal.
3
6 1

. 15 —

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Két vektort Ugy adunk 6ssze, hogy minden egyes koordinatajukat kiilén-kiilén 6ssze adjuk.

2 4 6
PL.: 4 +12]=16
-1 7 6

Tulajdonségok:
kommutativ:a +b =b +a
asszociativ: (a +b) +c=a+ (b+¢)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két vektort Ugy vonunk ki egymasbol, hogy minden egyes koordinatajukat kiildn-kilén kivonjuk egymasbdl.

2 4 -2
PI.: 4 12| = 2
-1 7 —8

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A skalaris szorzat két vektor kdzti mlvelet, ami csinal bel8lik egy szamot.

3 4
P..a= [ 2 b=11
) 2

a’ - b=3-44+2-14+5-2=24
Tulajdonséagok:

T.a

S

kommutativ: QT . Q =

nem asszociativ: (a - ) T c#al- (QT . g)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

&5 MATEKING.HU - MATEMATIKA 1 GTK 0 KEPLETGYUJTEMENY
15. OLDAL


https://www.mateking.hu/matematika-gtk/linearis-algebra/vektorok
https://www.mateking.hu/matematika-gtk/linearis-algebra/vektorok
https://www.mateking.hu/matematika-gtk/linearis-algebra/vektorok
https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/vektorok
https://www.mateking.hu/matematika-gtk/linearis-algebra/vektorok

16. OLDAL
&5 MATEKING.HU - MATEMATIKA 1 GTK 0 KEPLETGYUJTEMENY

Két vektor diadikus szorzata egy matrix. Lassuk milyen.

3 4
Pl..a = | 2 b=11
5 2
12 3 6
a-b"=18 2 4)
20 5 10

Tulajdonséagok:
nem kommutativ
nem asszociativ

Megnézem a kapcsolodoé epizédot

1
1

Ha egy matrixot beszorzunk az l = .| vektorral, akkor az szépen 6sszeadja a matrixunk soraiban 1év6
1

elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot beszorzunk ale = ( 1 1 ... 1 ) vektorral, akkor az szépen dsszeadja a matrixunk
oszlopaiban 1év6 elemeket.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy matrixot megszorzunk jobbrél egy €, egységvektorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik oszlopat.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy matrixot megszorzunk balrél egy €, egységvekiorral, akkor megkapjuk amatrix i-edik sorat.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

AvV{,V9,03,...,0, vekiorok linearisan flggetlenek, ha
M+ Ag vyt Ay ug e Ay, =0
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Av,V9,V3,...,0, vekiorok linearisan 6sszefliggdk, ha
)\1 .21_|_)\2 .22+)\3 '23‘1‘""")\71'2”:9
tgy is teljestl, hogy van olyan A; # 0

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy V vektortérben avq,v9,03,...,0, vekiorok generator-rendszert alkotnak, ha minden W vektor a |4
vektortérben el6all w = A; - vy + Ay Uy + A3 -3 + -+ -+ A, - v, alakban.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

AvV{,v9,03,...,0, vekiorok fliggetlen rendszert alkotnak, ha
Myt Ae vyt A ug e Ay, =0
csak tgy teljestl, ha minden A; = 0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A bazis fliggetlen generatorrendszer.

A bazis minden vektort egyértelmien elsallit, mig /2% -ben azok a generator-rendszerek pedig, amelyek 72-nél tébb
vektorbdl dlinak, minden vektort végtelensokféleképpen.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy vektorrendszer rangja a benne 1év8 fliggetlenvekiorok maximalis szama. R3-bana rang példaul maximum
harom lehet.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy egyenletrendszer egyUtthatomatrixa az x-ek egyutthatéibdl allé matrix.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A Gauss-eliminacié egy linearis egyenletrendszerek megoldasara hasznalt algoritmus.

Az elimin&cié lényege, hogy egyenletrendszerlinket visszavezetjik vagy valamely hdromszdg- vagy atlosmatrix
alakra.

A Gauss-eliminacié megengedett 1épései:

e Két sort (egyenletet) felcserélhetlink
® Egy sort (egyenletet) nem nulla szammal szorozhatunk
e Egyik sorhoz (egyenlethez) hozzdadhatjuk egy mésik sor (egyenlet) nem nulla szamsorosét

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a linearis egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédija.
1. lépés: a general6 elem valasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk general6 elemet, nullat nem valaszthatunk és lehet8leg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. lépés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a general6é elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tébbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel sordban és oszlopaban Iévé szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. |épés: megint general6 elem valasztas
Ujra és tjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az 6sszes oszlop el nem téinik
4. |épés: az utolso transzformécid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

Az elemi bazistranszformacié (Szuper-Gauss) a linearis egyenletrendszerek megoldasanak egy algoritmikus maédja.
1. Iépés: a generdlé elem valasztasa

Csak x-es oszlopbdl és e-s sorbdl valaszthatunk generalé elemet, nullat nem véalaszthatunk és lehetéleg 1-et vagy
minusz 1-et érdemes.

2. 1épés: a bazistranszformacio
A general6 elem sorat osztjuk a generalé elemmel, oszlopat elhagyjuk.

A tdbbi elembdl kivonjuk a generalé elem neki megfelel§ soraban és oszlopaban lév§ szamok szorzatat, osztva a
generaléelemmel.

3. 1épés: megint general6 elem valasztas
Ujra és Gjra végrehatjuk a bazistranszforméaciét, amig az dsszes oszlop el nem tiinik
4. 1épés: az utolso transzformacid és a megoldas

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy egyenletrendszernek tébb az ismeretlene, mint ahany egyenlete van, akkor az egyenletrendszernek nincs
egyértelm( megoldasa.

Bazistranszformacidval, ha maradnak €-s sorok ahol mar nem tudunk general6 elemet valasztani, olyankor mindig
végtelen sok megoldas van, vagy nincs megoldas.

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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Ha egy egyenletrendszerben két olyan egyenlet szerepel, ahol az ismeretlenek egyiitthatéi megegyeznek, de mas az
eredményik, akkor az ellentmondé egyenletrendszer, aminek nincs megoldasa.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A bazistranszformacié soran fent maradt x-ek ugynevezett szabadvaltozok. A szabadsagfok a szabadvaltozék
szama, tehat ahany x; fént marad.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-eliminacié segitségével ugy allithatjuk eld, hogy megoldjuk az Az =0
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot. Az eliminaciés lépéseket addig kell végezni, amig
az egységmatrixot nem kapjuk az A helyén, a b helyén keletkezett matrix pedig az A matrix inverze lesz.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Négyzetes matrixok inverzét a bazistranszformacio segitségével gy allithatjuk els, hogy megoldjuk azAx = b
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Négyzetes matrixok inverzét a Gauss-Jordan eliminacié segitségével ugy allithatjuk elé, hogy megoldjuk az Arx =10
egyenletrendszert Ggy, hogy a b helyére beirjuk az egységmatrixot.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az inverz kiszamolasa rettent6 egyszer(i dolog. Minddssze annyit kell tenniink, hogy felirjuk a matrixot a szokasos
tablazatba, és mellé irjuk az egységmatrixot. Ezek utan j6n a bazistranszformacié. Ha nem tudjuk mindegyik x-et
levinni, akkor nincs inverz. Ha mindet le tudjuk vinni, akkor van.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Haaz A egy N T n-es maitrix, akkor determinansa

_ I n
det(4) = 3, (-1 - T, aipg)
ahol p az oszlopindexek permutaciéi, I (p) pedig ezen permutaciok inverziészama.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy 2x2-es matrix determinansa:

A:(“ Z) det(A):det(a Z)za-d—b-c

C C

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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A 3x3-as matrixok determinansanak kiszamolasara van egy szabdly, ami szarrusz szabaly néven ismert. A szabaly
Iényege, hogy fogjuk a matrixot és leirjuk sajat maga mégé még egyszer, majd vesszik a féatlékat és a mellékatlokat,
igy

det(A) = —a13a9a3; — a11093a37 — A12091 33 + Q11092033 + Q1209331 + Q1302 Q39

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Haaz A egy nxn-es matrix, akkor determinansa

ai a9 .o A1p

a a cee @
A= 21 22 2n

QAn1 Ap2 oo Qpp

det(A) = Z}l:l(—l)”jaij -det(A4;5)
Itt det(A;;) az a;; elemhez tartozo aldeterminéns.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az A matrix determinansa nulla, ha

van csupa nulla sora

van két azonos sora

egyik sora a masik sor szamszorosa

egyik sora mas sorok linedris kombinaciéja
mindez sor helyett oszlopra is elmondhat6

Determinansok szorzasi tétele:
det(A - B) = det(A) - det(B)
det(A*) = det(A)*

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a matrixokat nevezzlk szingularisnak, amelyek determinansa nulla.

Az A matrix szingularis:

det(A) =0
Nem létezik A1 inverz matrix
RANG<n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan dsszefliggé
Az A - T = Q egyenletrendszernek vagy végtelen sok megoldasa van vagy nincs megoldasa
Az A- = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Azokat a matrixokat nevezzik regulérisnak, amelyek determinédnsa nem nulla.

Az A matrix regularis:

det(A) # 0
Létezik A™1 inverz matrix

RANG=n

Az A matrix oszlopvektoraibdl allé vektorrendszer linearisan fliggetlen

Az A - T = Q egyenletrendszernek csak egy megoldasa van

Az A - T = Q homogén linearis egyenletrendszernek csak egy megoldasa van (a trivialis megoldas)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Cramer szabaly szerint azA- T = Q egyenletrendszer megoldasai a kdvetkez6képp allnak elé:

_ det(4y)
Tk = det(;)

ahol det(Ak) annak a matrixnak a determinansat jelenti, hogy az A matrix k-adik oszlopat kicseréljuk aQ vektorral.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Fliggvények

Belsé fliggvénytranszformacio: f(:I? + a), ez ugy miikédik, hogy az & tengely mentén tolja el a fliggvény grafikonjat.
Kiilsé fiiggvénytranszformécio: f(x) + a, ez pedig azy tengelyen tolja el a fiiggvényt.

Flggvény szorzasa szammal:a - f(m) ilyenkor megnyuijtjuk a fiiggvényt azy tengely szerint.

Flggvény valtozéjanak szorzasa egy szammal: f(a . w) ilyenkor az T tengely szerint nyUjtjuk a fliggvényt.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az f(a?) fuggvenyt egy]a,b[ intervallumon monoton névekedének mondunk, ha barmely Iy, 9 E]a, b[ esetén, ha
x1 < To, akkor f(x1) < f(x9)

Szigoruan monoton ndévekedd, ha barmely I, Z9 E]a,b[ esetén, haxy < 9, akkorf(:I:l) < f(:l:Q)

Az f(:r) faggvényt egy]a, b[ intervallumon monoton csékkenének mondunk, ha barmely T, L9 E]a, b[ esetén, ha
1 < Iy, akkorf(:l:l) > f($2)

Szigortian monoton csékkend, ha barmely T1, T €]a,b| esetén, hay < Ty, akkor f(1) > f(x2)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Flggvény szélséértékén a maximumat illetve minimumat értjik.
Precizebben:

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban (globalis) maximuma van, ha minden € D esetén

f(z) < f(zo).

Az f(z) fuggvénynek az 2o € D pontjaban (globalis) minimuma van, ha minden € Dy esetén

f(z) = f(@o)-

Az f(a:) flggvénynek az y € Df pontjaban lokélis maximuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy
ott 6 a maximum.

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban lokalis minimuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy ott
6 a minimum.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Konkavnak nevezziik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "szomoru hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdtd egyenes felett halad.

Konvexnek nevezziik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "vidam hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a flggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekétdé egyenes alatt halad.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Minden olyan fliggvényt, ami azy tengelyre szimmetrikus, péros fliggvénynek hivunk. Ezek a figgvények azt tudjak,
hogy barmely Z-re amelyre értelmezve vannak:

f(-2) = f(z)

Azokat a fliggvényeket, amelyek az origéra szimmetrikusak, paratlan figgvénynek nevezzik. A paratlan figgvények
ugy miikédnek, hogy barmely -re amelyre értelmezve vannak:

f(-z) = —f(2)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha az  kilénbdz§ pozitiv egész kitevs hatvanyait 6sszeadjuk vagy kivonjuk, akkor polinomokat kapunk.
A polinomfuggvény altalanos alakja:

f(z) =a,2" +a,_12" 1 +...a1x + qp

A legmagasabb foku tag egyiitthatéjat hivjuk féegyltthaténak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Derivalas

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgdlja, mégpedig Ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érint6 huzhaté a figgvény grafikonjahoz. Az érintd meredekségét pedig Ugy kapjuk meg, hogy veszink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak” az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érint6 meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A derivalas ugy m(ikédik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érint§ hizhaté a figgvény grafikonjahoz. Ha az érint8 "folfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"f6lfele megy" vagyis a figgvény ndvekszik. Hogyha pedig az érint6 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehét a figgvény csdkken. Egy figgvény érint6 egyenesének meredeksége a differencialhdnyados:

f(@)—f (=)

m = lim,_,, p—

Ezt nevezzik a fuggvény I pontban vett derivaltjanak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekség( érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fliggvény
csokken. A derivalt tehat a fliggvény névekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

(cy =0 (z") =nz»! (") =€e* (a*) =a”lna
1

lnz) = log 2 =1L (sinz) =cosz (cosz) = —sinz
a zIna
(tanz) = —— (arcsinz) = \/1177 (arccosz) = \/:? (arctanz) = -1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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f és g derivalhat6 figgvények, és C valds szam esetén aderivalasi szabalyok:

(cf) =cf’ (%)':f?’
(F+g) =F+9
(fg) = F'g+ fd

(1)’ _ fo-1g
g g2
(£>l _ =

f 12

(f(9(2))) = £’ (9(x)) g ()

A derivalasi szabalyok megmutatjak, hogyan kell egy fliggvény konstans-szorosat derivalni, hogyan kell két figgvény
Osszegét vagy épp kilénbségét derivalni, mi lesz két fliggvény szorzatanak a derivaltja, mi lesz két fliggvény
hanyadosanak a derivéltja. Van két extra derivalasi szabaly is, amit érdemes tudni, az egyik amikor egy fliiggvényt
osztunk egy szammal, a masik pedig amikor egy szamot osztunk el egy fliggvénnyel. Mindkét esetben tortet
derivalunk, de nem kell a trotek derivalasara hasznalt eléggé komplikalt képletet hasznalni, hanem ezekre az esetekre
vannak egyszerlibb képletek. Végul pedig jon az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalyavagyis a lanc-szabaly.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A lanc-szabaly az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalya. Ha f és g derivalhaté fliggvények, akkor az f ésg
figgvények 6sszetételébdl kapott fliggvény derivaltja:

(f(9(2))) = £ (9(x)) 7 ()

Ezt a képletet nevezziik lanc-szabalynak, és érdemes alaposan begyakorlni, ugyanis ez szokta a legtébb gondot
okozni a derivalassal kapcsolatos feladatok megoldasa kézben.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgélja, mégpedig ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érintd hizhat6 a fliggvény grafikonjahoz. Az érint6 meredekségét pedig ugy kapjuk meg, hogy vesziink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak" az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érinté meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A derivalas ugy m(ikddik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érinté hizhaté a fliggvény grafikonjahoz. Ha az érintd "félfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"félfele megy" vagyis a fliggvény névekszik. Hogyha pedig az érint8 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehat a fliggvény csdékken. Egy fliggvény érinté egyenesének meredeksége a differencialhanyados:

f(@)—f(x)

m = lim,_,, —

Ezt nevezzik a fuggvény Ty pontban vett derivéltjinak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség( érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekségU érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fuggvény
csbkken. A derivalt tehat a fliggvény ndvekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A derivalt geometriai jelentése a fliggvény grafikonjahoz hiuzott érintd meredekseége.
Az érintd egyenlete:
F(z) = f'(@0)(z —z0) + f(20)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Tobbvaltozos derivalas

A kétvéltozos fliggvények gy mikédnek, hogy két valdés szamhoz rendelnek hozza egy harmadik valdés szamot.
Maskeént fogalmazva szdmparokhoz rendelnek hozza egy harmadik szdmot.

Ezeket a szamparokat tekinthetjik gy, mint a sik pontjainak koordinatait.
A kétvaltozés fliggvények ennek a siknak a pontjaihoz rendelnek hozza egy harmadik koordinatat, egy magassagot.

Az értelmezési tartomany minden pontjahoz hozzarendelve ezt a harmadik, magassag koordinatat, kirajzolddik az x,
y sik felett a fliggvény, ami egy felllet.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A Young-tétel szerint vegyes masodrend(i derivaltak egyenlék (egészen pontosan akkor egyenldk, ha a fliggvény
kétszer totalisan derivalhatd):

2 (Z,Y) = fyz(2,Y)

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az f(:l’:, y) flggvény T szerinti parcialis derivaltja:
fz(2,9)

Ez azt jelenti, hogy  szerint derivalunk, Yy most csak konstansnak szamit, ha énalléan all, akkor derivaltja nulla, ha
szorozva van valami Z-essel, akkor marad

Az f(a:, y) flggvény Y szerinti parcialis derivéltja:
y(z,y)

Ez azt jelenti, hogy Y szerint derivalunk, £ most csak konstansnak szamit, ha énalléan all, akkor derivaltja nulla, ha
szorozva van valami Y-ossel, akkor marad

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Elsé lépés:

of
S fi(2,9)

Masodik lépés:
fi(z,y) =0
fz; (3373/) =0

of
Sy = fy(z,y)

Az egyenletrendszer megoldasai a stacionarius pontok

Harmadik lépés:

f” —
Hadet
Hadet

Hadet

Hadet

v (2,y)  foy(z,y)

n
0z (Z,Y)
- £ n 7
xx Ty
n "
L J YT Yy
- £/ [/
xx Ty
n n
L J YT yy |
- £ "o
TT Ty
n n
L J YT Yy
- £ n 7
xx Ty
n "
L J YT Yy

fi(2,y)

pozitiv, és f!. > 0, akkor lokalis minimum van.

pozitiv, és f. < 0, akkor lokalis maximum van.

negativ, akkor nyeregpont van.

nulla, akkor tovabbi vizsgdlat sziikséges, de ilyen nem nagyon szokott lenni.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(z,y) fiiggvény értelmezési tartomanyénak azon pontjait, ahol mindkétparcidlis derivalt nulla, az f(x, y)
figgvény stacionarius pontjainak nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha az f tébbvaltozos fuggvénynek az &y & D f pontban leteznek f elsé parcialis derivaltjai és

1 f(xo) = 02 (o) = - -+ = Op f(w0) =0

akkor x( az f tébbvaltozos fliggvény stacionarius pontja.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A masodrend(i derivaltakbdél képzett matrix, amely segit eldénteni, hogy a fliggvénynek a stacionarius pontokban
minimuma, maximuma, vagy éppen nyeregpontja van-e.

[ 2z (T,Y)  fay(z,y)
- e (2,Y)  Fy(2,y)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(x) flggvényhez a P(a:o,yo y zo) pontban huzott érintésik egyenlete:

z = fz(0,%0)(z —x0) + fy (0, %) (¥ — %) + F (0, %)

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az f(a:, y) faggvény T és Y szerinti derivéltjaibdl allé vektort derivalt-vektornak vagy méasként gradiensnek hivjuk.

ime a derivalt-vektor:

! _ f:é(m(])y(])] &V r_ [fé]
S (zo,%0) [fgj(wo,yo) viden f 7

A derivalt-vektor segitségével tudjuk kiszamitani az irdnymenti derivaltat.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az iranymenti derivalt azt jelenti, hogy egy altalunk megadott tetszéleges irany mentén milyen meredeken
emelkedik a fliggvény felllete.

Az f(:I:, y) fliggvény v iranymenti derivaltja az (xo,yo) pontban:

6f(xo,
—f(fsoy%) = f'(z0,%0) v

(Itt v egységvektor)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy figgvény akkor implicit, ha ¥ nincs kifejezve, vagyis nemy = . . . alaku.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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https://www.mateking.hu/linearis-algebra/matrixok-es-vektorok/matrixok
https://www.mateking.hu/matematika-gtk/tobbvaltozos-derivalas/ketvaltozos-fuggvenyek-lokalis-szelsoertekei-es-nyeregpontjai-10
https://www.mateking.hu/matematika-gtk/tobbvaltozos-derivalas/az-erintosik-egyenlete
https://www.mateking.hu/matematika-gtk/tobbvaltozos-derivalas/gradiensvektor-iranymenti-derivalt
https://www.mateking.hu/analizis-2/ketvaltozos-fuggvenyek
https://www.mateking.hu/matematika-gtk/tobbvaltozos-derivalas/gradiensvektor-iranymenti-derivalt
https://www.mateking.hu/matematika-gtk/tobbvaltozos-derivalas/az-implicit-fuggveny-derivalasa
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Ha F'(x,y) = 0 egy egyvaltozés implicit fiiggvény, akkor derivaltja:

by _ _ Fy(zy) Sz _ _Fy'(%y)
oz Fy(zy) dy Fy(z,y)

Ha F(xl sy LYy, :I)n_l) = 0 egy 1 véltozés implicit fliggvény, akkor az &;, mint implicit fliggvény derivéltja az
Z; valtozd szerint:

(5(1:1' _ Fj,(xlawb' . '7xn+1)

6:1:,] N E/(xl L2 ye ¢ '7xn+1)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matematika-gtk/tobbvaltozos-derivalas/az-implicit-fuggveny-derivalasa
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31. OLDAL

Integralas

Az f(x) fuggvény primitiv fiiggvényének jele F'() és azt tudja, hogy ha derivaljuk, akkor visszakapjuk f()-et,

azaz

Fi(z) = f(2)

Egy flggvény primitiv fliggvényeinek halmazat nevezzik a fliggvény hatarozatlan integraljanak.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

[aznde=2"+4c n#-1

n+l
[1der=In|z|+c
fetdr=e®+c
[a® dm:%—i—c
Jcosz dr =sinz+c

[sinz de = —cosz+¢

[—2—dz=tanz+c

cos?

[—=—dz=—cotz+c

sin” x

1 _
J 157 dz =arctanz + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/matematika-gtk/integralas/mi-az-integralas
https://www.mateking.hu/matematika-gtk/integralas/alapintegralok-es-egyszerubb-integralasok
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32. OLDAL

f(aa:—i—b)”dcc:%%—kc

[ —Fdz=Inlaz+b|1+c

feaa:—l—b dr = et=tb 1 +c
a

az+b At 1
[A de=4—2+c

J cos (az 4 b) dx = sin (az +b)1 + ¢
[sin (az +b) dz = —cos (ax 4+ b)2 + ¢

fm dz = tan (az + )1 +c

fﬁdm:—co’c(ax—l—b)%—i—c

1 _ 1
IW dx = arctan (az +b) 1 + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha f(:B) integralhaté az [a, b] intervallumon és létezik primitiv fliggvénye ezen az intervallumon, akkor aNewton

Leibniz formula szerint a hatarozott integréljat a kdvetkez6képp szamolhatjuk ki:

J? f(z) de = [F(z)]2 = F(b) - F(a)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/matematika-gtk/integralas/alapintegralok-es-egyszerubb-integralasok
https://www.mateking.hu/analizis-1/hatarozott-integralas
https://www.mateking.hu/matematika-gtk/integralas/a-gorbe-alatti-terulet-es-a-hatarozott-integralas
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